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Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

Abstract

This chapter describes theoretical and practical issues associated with the 
development and use of a rating scheme for the purpose of analysing 
mathematical problems—specifically, to assess the extent to which solving those 
problems calls for the activation of a particular set of mathematical competencies. 
The competencies targeted through the scheme are based on the mathematical 
competencies that have underpinned each of the PISA Mathematics Frameworks.

P85
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Abstract

       The scheme consists of operational definitions of the six competencies 
(labelled as communication(溝通); devising strategies(設計策略); 
mathematisation(數學化); representation(表徵); using symbols, operations and 
formal language(⽤符號，運算及形式化語⾔); and reasoning and argument(推理與
論證)), descriptions of four levels of activation of each competency, and examples 
of the ratings given to particular items together with commentary that explains 
how each proposed rating is justified in relation to the competency definition and 
level descriptions.
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針對數學化，PISA 提出學⽣在此種歷程中需運⽤到數種不同的能力 （competencies）：思考及推理（thinking and 
reasoning）、論證（argumentation）、 溝通（communication）、建模（modelling）、擬題及解題（problem posing and 
solving）、表徵（representation）、以及運⽤符號、形式化及科技的語⾔及運算（using symbolic, formal and technical 
language and operations）、使⽤輔助⼯具（use of aids and tools）。

形成

詮釋
應⽤評估
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Introduction

In Chap. 2 Mogens Niss

尼斯（Niss）概述了可以稱為數學能⼒的「能⼒模型」，其中能⼒可
以視為個⼈擁有並能夠動員某些數學能⼒程度的函數。

1. Mathematical Thinking ﻿ (數學思考)﻿

2. Mathematical reasoning(數學推理)

3. Communication(溝通)

4. Modelling(建模)

5. Problem posing and solving(擬題、解題)

6. Representation(表徵)

7. Using symbolic, formal and 

   technical language and operations(符號，形式化和科技語⾔及運算)

8. Use of aids and tools(使⽤輔助⼯具)

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress P86
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Introduction

In Chap. 2 Mogens Niss

尼斯（Niss）概述了可以稱為數學能⼒的「能⼒模型」，其中能⼒可
以視為個⼈擁有並能夠動員某些數學能⼒的程度的函數。

      本章中描述的調查⼯作顯⽰這些能⼒如何幫助我們理解認知需求並
預測PISA數學測驗的經驗難度。 反過來說，當個⼈試圖解決某些類型
的數學問題時，能⼒構成了所發⽣的認知⾏為的非常重要的⼀部分。     


       這類知識還有助於測驗開發⼈員，因為可以幫助他們更有效地進
⾏開發⼯作。 對數學老師在設計教學和學習活動以提⾼學⽣的數學能
⼒也有幫助，本章根據解決問題的過程活化數學能⼒（在PISA 2012
框架中稱為基本數學能⼒）的程度，描述評估PISA測驗⽅案的發展和
主要功能。 

P86
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Background and Context

The PISA Mathematics Expert Group (subsequently referred to as the MEG) 數學專家群:October 2003

為了PISA⾸次將數學作為主要測試項⽬調查時⽽成立。

其探討問題有:

透過PISA相關的調查⼯具開發、調查實施，數據蒐集和分析的過程及結果，為參與PISA的國家提供了許多調
查各種教育和技術事務的機會。

測驗項⽬在多⼤程度上反映了框架？  
這些項⽬在多⼤程度上說明了數學素養？  
是否可以通過其他數學素養測驗來確認PISA的數學素養測驗？  
PISA的結果是否預測了以後數學⽔準的提⾼，例如成⼈數學素養？

P86
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Background and Context

這些問題的提出讓MEG的成員進⾏了⼀些⼯作，來調查當時正在開發的PISA數學測驗的有效性。 特別在
於與PISA數學測驗難度有關的檢查因素。  

Blum和de Lange在未發表的有關該主題的論⽂中指出，某些因素使數學測驗或多或少變得困難，尤其是
諸如「個⼈的先備知識或個⼈的動機/情緒」在⼤規模研究中如PISA，卻不容易調查。

⼀⽅⾯，要盡可能準確地⽤測驗外部特徵來描述問題解決者的認知需求； 另⼀⽅⾯，測驗的特徵與整個⺟
群的測驗難度之間建立統計相關性，可通過迴歸分析之類的⽅法來完成。

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress
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Background and Context

要描述測驗的認知需求，需要掌握適當的「能⼒模型」（如PISA）。 然後，必須為每個測驗編譯理想
的典型解決⽅案，並且必須確定在這些過程中必須活化的「能⼒要素」，如知識/技能(knowledge & 
skills)，圖像/想像⼒(images/“Vorstellungen”)，能⼒/素養(abilities/competencies)，包括認知⽔準。 
區分每個能⼒（例如：數學論證），然後有三個⽔準（0-不必要，1-中級需要，2-基本必要），那麼對
於每個測驗和每個能⼒，都有⼀個特定的數字（描述⽔準） 認知能⼒）。 

 
（Blum和de Lange，未發表的MEG會議⽂件，2003年10⽉）

另⼀⽅⾯



CH4報告
next

12

Background and Context

這次討論為調查以PISA數學框架為基礎的能⼒模型的關係奠定了基礎（某些能⼒以數學素養為基礎，⽽這些
能⼒需要個⼈來活化，以便他們解決數學問題)，以及PISA數學測驗的經驗難度。 

設計調查時提出的中⼼問題是解決PISA問題所需的數學能⼒是否以及如何與這些問題的經驗難度相關聯。

⾸先，如果要解決⼀個問題比解決另⼀個問題需要更多的能⼒，那麼如何在兩個問題的相對難度中表現這種
差異呢？ 


其次，在某種程度上可以識別出特定能⼒的活化⽔準（例如，根本沒活化，很⼩程度的活化，很⼤程度的
活）將特定問題所需能⼒活化的程度確定為與那個問題的難度有關？ 

P87
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Background and Context

P88

當時的概念是確定⼀組因⼦或變量，這些因⼦或
變量將是表⾯特徵和認知維度的混合，並根據適
⽤的特徵和活化認知維度的需求對驗測進⾏評
分，作為解決過程的⼀部分，產⽣了⼀個多維向
量，該向量描述每個測驗的認知需求。  
 
檢查和給測驗評分的過程將導致進⼀步考慮所使
⽤的能⼒模型，並且可能會進⾏反覆完善及發展
過程。



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

14

在MEG成員間進⾏了最初的討論後，由⼀些成員組成的研究團隊繼續開發和完善評
估數學問題的⽅案。 主要⽬的是更好地了驗驗難度的驅動因素。 該⽅案將由⼀組變
量及這些變量的操作定義、每個變量內的⽔準描述組成。 這些特定變量來⾃前⾯提
到的PISA能⼒模型。

原始的提議中，⼀些測驗的特徵被建議作為變量與數學能⼒⼀起使⽤，如表4.1所⽰，提出了包含有關數學
任務的表⾯特徵的訊息，例如問題格式，內容類別，脈胳類型或數學主題。


Features of an Item 
Analysis Scheme

P89
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PISA使⽤測驗要盡可能地在難度⽅⾯有意識地找到平衡（OECD 2003，第50
⾴）。 設計⽬標是製作每個類別的測驗要有不同的難度，以避免出現意料之外
的可能性，即學⽣在不同測驗上的表現可能會受到與所測結構無關的因素影
響。 例如，四個內容類別的項⽬（Personal, Occupational, Societal, 
Scientific) defined in the PISA 2012 Mathematics Framework (OECD 2013, 
p. 37)需要跨越難度範圍，但是這些類別並不被視為數學素養構建的基礎。


類似地，測驗開發⼈員有意識地在為每種測驗類型（例如，選擇題或開放試
題）提供盡可能多種的難度。 出於這個原因，在分析測驗認知需求和經驗難度
之間的關係時，不期望像這樣的表⾯特徵會提供有⽤的訊息。


Features of an Item 
Analysis Scheme

P89
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P88

        ⾃從PISA建立以來，「NISS能⼒」⼀直是PISA數學的
核⼼要素（例如，PISA（OECD，1999年）和（OECD，
2013b）。 出於本研究的⽬的，基於Niss能⼒最初建議的
變量被重新配置減少為六個變量。

 
        根據每個項⽬的解決⽅案使⽤這六個能⼒以及為數學
評分的程序，每個計畫需要活化每個定義的變量的程度，
⽣成⼀些等級集(grade sets)—以解決PISA數學測驗能⼒與
經驗難度之間的關係。

PISA 的數學問題通常會以上述的⼀種或多
種能⼒來進⾏認知活動，可以統 整成三個
能⼒群組（competency clusters），稱為
複製（reproduction）、連結 
（connection）、及反思（reflection）。

Features of an Item 
Analysis Scheme
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In Chap. 2 Mogens Niss

PISA的八種數學能⼒（OECD 1999）為構建以分析⼀系列數學任務 
所需的解決過程所提出與能⼒相關的需求，提供了起點。 

P90

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

將這8種能⼒重新配置為6種：

推理和論證reasoning and argument（包括數學思維，推理，論證和辯護）；

溝通communication; 建模modelling; 表徵representation; 解決問題problem solving； 

並使⽤符號，形式化和科技語⾔及運算using symbolic, formal and technical language and operations

（簡稱為「符號和形式主義」）。

mathematical thinking and mathematical reasoning were combined into one

the mathematical aids and tools competency was dropped as being inappropriate in the context of PISA 
tasks, which at that time were all paper-based.
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P90
推理和論證

溝通

推理和論證：邏輯上紮根的思維過程，⽤於探索
和聯繫問題要素以得出結論，並開展與論證和​​解
釋結論有關的活動； 可以成為問題解決過程的
⼀部分

溝通:解碼和詮釋剌激，問題，任務； 表達結論
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但是最初的定義和⽔準描述在過去的幾年中發⽣了重⼤⽽逐步的變化，該⽅案已被⽤於分析PISA數學任務。 

例如，最初被稱為建模的能⼒⾸先被定義為「數學化，解釋，驗證」。 隨後標籤更改為數學化，定義變為

「將非數學情境轉換為數學模型，根據問題情況解釋使⽤模型的結果，或驗證模型相對於問題的適當性」。

 

 本章的下⼀部分描述了調查⼈員在應⽤該⽅案時要考慮的問題，產⽣的測驗評分並分析這些評分(ratings)。


P90

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

兩組評分及其統計分析已被公布，它們都提供了在研究兩個階段開發的優缺點之相似樣貌。
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      最初的結果於2009年在德國基爾舉⾏的PISA研究會議上發表，隨後發表在會議論⽂集（Turner等，
2013）。 該分析基於對PISA 2003和PISA 2006調查使⽤的48題數學測驗的兩套評分：第⼀套評分是由八名獨
立⼯作的評分者提供的； 第⼆套是2年後由⼀組不同的（但重疊的）評分者對相同48題測驗的評分，再次獨立
完成任務，並使⽤僅以很⼩的⽅式改變的⽅案。

根據測驗對能⼒的定義以及對每種能⼒的四種可能活化⽔準的描述，對上述六項能⼒的活化要求對測驗進⾏評
分。  
     

      將各個評分者對每個測驗的評分進⾏平均，以提供該項⽬每個能⼒的最終評分。


P91

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

數據的分析說明，僅包含六個能⼒中的三個（即推理和論證，符號和形式主義以及解決問題的能⼒）

的評分迴歸模型可以解釋此過程中48個測驗其難度變異性的70％以上（Turner，2013)
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        不同評分者之間達到合理的⼀致性⽔平，但是有⾜夠的證據表明，各個評分者的特質和各個評分者在特定
試題⽅⾯的不⼀致之處，表明對能⼒⽔準描述的定義可以進⼀步增強。

 

       評分者之間的討論表明， 特別是在某些情況下，出於非常不同的原因⽽分配了相似的評分，⽽在其他情況
下，所分配的評分則⼤相徑庭。 迴歸模型成功表明，當對⼀⼩部分評分者進⾏平均評估時，可以得出有⽤的數
據，但評分者之間卻觀察到了很⼤的差異，表明該⽅案還有進⼀步完善的空間。 

      

      關於三個能⼒(溝通communication; 建模modelling; 表徵representation)似乎沒有對預測模型做出有⽤貢
獻的觀察，這些能⼒定義可以進⾏有益的修改提供了⼀些指導。     

P91

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions
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      2011年末公開報告了第三組評分。該評分是由研究團隊的五名成員於2011年使⽤該計劃的修訂版製作的，
它們獨立分析了⽤在2012年的PISA調查，總共196個新開發的測試試題。 Turner and Adams（2012）報告了數
據分析，通過該分析，顯⽰出⼀個預測模型，該模型具有涉及三個能⼒，設計策略（這是對先前解決問題的能
⼒的重新命名和不同定義的版本），溝通以及符號和形式主義，具有相當好的屬性的預測模型，可以解釋這些
試題的約有74％的難度變異性，比⾸次發表的分析的比例甚⾄更⾼。

P91

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

      分析表明，新定義的變量設計策略，數學化以及推理和論證之間存在顯著的重疊，因此預測模型中僅包括其
中之⼀。 溝通能⼒似乎為預測做出有益的貢獻（⽽在先前的分析中卻沒有），⽽符號和形式主義的能⼒仍在繼
續發揮作⽤。 在兩組分析中都發現了兩種能⼒，即表徵能⼒和數學化能⼒representation and 
mathematisation，不會為預測模型提供有⽤的訊息（在數學化的情況下，鑑於觀察到的⾼度相關性，其他能⼒
尚未捕獲的信息）。 然⽽從兩組分析中可以明顯看出，調整定義的措辭以及每種能⼒的運作⽔準的描述已導致
該計劃的運作⽅式發⽣了顯著變化，還是能保持對難度有良好預測。


2009/2011/2011



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

23

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

Niss能⼒(8)  (April 2005)

1.  Reasoning and Argumentation:

2.  Communication:

3.  Modelling:

4.  Problem solving: 

5.  Representation:

6.  Symbols and Formalism:

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

1. Mathematical Thinking ﻿ ﻿

2. Mathematical reasoning

3. Communication

4. Modelling

5. Problem posing and solving

6. Representation

7. Using symbolic, formal and 

   technical language and operations

8. Use of aids and tools

2009

2011
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        儘管隨著這些評分和分析⼯作的進⾏，該計劃得到了進⼀步的發展，但評分和分析的兩個階段指出了定義
和描述特徵可能存在問題。 所以對類別定義和⽔準描述進⾏了更加聚焦的審視。


P91

Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

      

        第⼀個問題是在相關類別之間的界限沒有達成⾜夠的共識。 在最初的能⼒定義中（附錄1），該⽂本明確
預期會有重疊，這與Niss在2000年描述的KOM能⼒計劃中的重疊假設⼀致。 例如，推理和論證以及表徵能⼒
定義都包含相當混亂的陳述「可以成為問題解決過程的⼀部分」，⽽沒有以任何⽅式試圖澄清何時需要推理和
論證或表述以及何時需要問題解決，它也沒有顯⽰認知需求這些⽅⾯之間的關係，以及這種關係可能對試題評
分任務產⽣的任何影響，從⽽為評分者的不同解釋敞開了⼤⾨。 

定義不明確

KOM project (KOM=Kompetencer og matematiklæring, in Danish, which 
means “Competencies and the learning of mathematics”),
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

        解決問題的定義包括「主要在數學領域內的數學解決⽅案的實現」，該措辭與符號和形式主義能⼒以及其
他可能出現的顯著重疊。 能⼒之間的區別缺乏清晰性，另⼀個例⼦是符號和形式主義的原始定義其中包括「使
⽤特定形式的代表……」⼀詞，沒有完全弄清這種能⼒在何處結束以及代表在何處競爭開始。 在那組定義中使
⽤的表述⽅式並未充分闡明能⼒之間的界限。


      在製定解決問題的適當策略和控管其實施的戰略思想在何處結束，以及解決問題的數學推理過程從何處開
始，沒有達成明確的共識，這問題還是很明顯。
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

        數學定義沒有⾜夠⼀致性的解釋，因此在某些情況下，⼀個評分者可能使⽤了數學化能⼒，⽽另⼀位評估
者可能使⽤了符號和形式主義能⼒來描述本質上相同的數學思維和思維⽅式，設置公式或代數表達式作為給定
實際情況的數學模型。 

       

        因此顯然需要進⼀步研究，以更好地界定每個能⼒的涵義，以便為它們確定和建立在每個過程不同⽅⾯的
定義。
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

      第⼆個問題與前⾯第⼀個問題有密切關係，這是由於解決⼀個問題通常需要多個能⼒， 當需要活化多個能

⼒來解決問題時（通常是解決PISA任務中的情況），要確定哪個能⼒最重要，或者哪個能⼒比其他能⼒更重

要，就非常困難，不同的評分者對此做出了不同的判斷。


     「暈輪效應」可能會使評分者為每個相關能⼒對試題進⾏相似的評分，例如，對於要求非常嚴格的試題，僅
因為該試題似乎相對困難⽽將所有試題都分配相同的能⼒；或者因為有⼀題非常簡單，就將所有試題分配給較
低的評分。 


        這將導致每個能⼒⽔準之間的⾼度相關性，這很可能是對第⼀組統計分析結果的主要原因，這表明最佳預

測模型僅需要三個能⼒。 儘管評分⼯作的指⽰建議評分者應確定哪個單⼀能⼒是該項⽬最重要的能⼒，除了

「主要」能⼒已經涵蓋的獨特貢獻外，通過分離來對待其他相關能⼒，這在實踐中很難做出判斷。 

⼀題困難，題題困難 ⼀題簡單，題題簡單
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

       某些參與評分活動的⼈質疑這種⽬標是否可以實現或應該完全實現。 於是提出了⼀個問題，即是否需要六
項能⼒，或者也許只需要較少能⼒就⾜夠了?!   例如，如果推理和設計策略總是或幾乎同時發⽣，那麼也許應該
將它們組合成⼀個包含兩者更⼀般的能⼒。 這個問題強調了需要進⼀步探討能⼒定義的分離。 

      

       這種經驗還強調了⼀個事實——即進⾏評分時要採⽤的程序是該計劃的重要部分。 

6種能⼒還是更少?
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

        第三個困難是描述每種能⼒的需求⽔準的⽅式。 ⾸先是從觀察中得出，⽤來形容每種能⼒的不同活化⽔平
的形容詞，是相當籠統的術語，沒有向⽅案的不同使⽤者傳達⾜夠的客觀涵意。 例如「簡單」和「複雜」之類
的單詞無法對問題解決事件有⼀致解釋和分類。


        對於處於不同教育階段的學⽣來說，此類的詞語將意味著不同的意義。 決定修改⽔準說明，以最⼤程度地
減少此類不清楚的形容詞的出現，並提供更多⽰例以闡明這些單詞的預期涵義。 但是需要回答的第⼆個也是更
基本的問題是：每個能⼒的哪些⽅⾯隨活化⽔準的變化⽽變化。 因此，全⾯審查⽔準描述另⼀個⽅⾯是重新了
解每種能⼒的需求，哪些⽅⾯將最有效地獲致需求程度的⽔準。


⽔準的描述問題
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

       ⾃從⾸次嘗試在操作上定義變量和⽔平
以來，當前的作者及其研究合作者⼀直在
不斷嘗試修改定義和說明，以減少前⾯幾
段中提到的三個問題的影響。 附錄2給出
了當前的能⼒定義和⽔準的描述，它反映
迄今為⽌所該計畫，在解決通過其早期使
⽤所發現的問題所取得的進展。 以下各節
描述了該計劃制定過程中如何⾯對這些問
題。 

不斷修改
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

        導致不同評分者分配給特定試題的評分會有某些變化的另⼀個因素是，對於某些試題，不同的解決⽅法可
能要求以不同的組合或不同的⽔準活化能⼒。 因此，⼈們認識到，評分結果的⼀定程度的變化是不可避免的。   

        對於PISA分級，建議對最有可能由15歲學⽣給出的解決⽅案進⾏分級。             

PISA⽔準分級以15歲學⽣為主
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Competency Definitions

        為了使⽅案正常⼯作，顯然需要設計六個能⼒的操作型定義，最⼤程度地區分能⼒，從⽽幫助該⽅案的⽤
⼾更可靠，更⼀致地處理問題需求。


       當確定解決⽅案內的特定認知需求時，相關的能⼒將是明確的，並且應⽀持⼀致的評分。 如在PISA中那
樣，當最終⽤⼾將具有不同的語⾔和教育傳統時，如在PISA中，做出這些定義是⼀項特別具有挑戰性的任務。
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Building Competency Definitions and Level 
Descriptions

Niss能⼒(8)  (April 2005)

1.  Reasoning and Argumentation:

2.  Communication:

3.  Modelling:

4.  Problem solving: 

5.  Representation:

6.  Symbols and Formalism:

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

1. Mathematical Thinking ﻿ ﻿

2. Mathematical reasoning

3. Communication

4. Modelling

5. Problem posing and solving

6. Representation

7. Using symbolic, formal and 

   technical language and operations

8. Use of aids and tools 紙本測驗取消

⼩整理
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Competency Definitions

表4.2，以溝通能⼒定義的發展作為⽰例。 隨著添加
越來越多的功能以描繪能⼒的定義，定義變得越來越
長。 從⼀開始，這種能⼒既包括接受成分，也包括表
達成分。 表達成分早期擴展，此後保持不變。 但
是，接受成分不斷變化，以澄清應將問題陳述的哪些
要素作為能⼒的⼀部分加以考慮，其主要重點是理解
和解釋所呈現的情況。 這導致了其他描述性材料（附
錄2中的內容）⽀持2013年的定義，該定義旨在使該
能⼒的接受⽅⾯的重點放在理解任務要求問題解決者
要實現的⽬標上，⽽不是在解決問題上。理解任務的
⽬標是實現該⽬標所需的數學思考和⼯作的基本前
提，並期望隨後的思考和⼯作將構成其他能⼒的⼀部
分。



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

37

P95

Competency Definitions

在表4.3中，說明了設計策略能⼒的發展。 解決問題
能⼒(Problem solving)的標籤已更改為數學上解決問
題，然後設計了解決問題的策略。 這種變化反映了重
點的轉移，由對問題解決⽅案的過程和步驟的關注轉
向計劃如何解決問題，計劃解決⽅案路徑以及監視策
略實施的過程。 此項更改旨在幫助學⽣專注於所需的
戰略思維，因此有助於避免先前的某些重疊，尤其是
按原始標籤重點在於實施所隱含產⽣的推理，建模以
及符號和形式主義活動⽅⾯。
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Competency Definitions
表4.4是數學化定義的發展。「建模」(modelling)⼀
詞帶有⼀定的包袱，因此在許多⼈的⼼中，它包括建
模週期的所有⽅⾯（包括公式化，數學處理，解釋和
驗證⽅⾯）。 對標籤和操作定義的更改旨在將重點縮
⼩到建模週期的部分（請參⾒第3章），這些部分與
內容及其數學表達式之間，直接將問題情境脈絡的某
些特徵轉換為數學形式的步驟（第1章的「公式化」
過程），或根據與其反映的內容元素相關的數學訊息
進⾏解釋（第1章的「解釋」）。 澄清這種能⼒所確
定的關鍵定義⽬的在於，現實世界中的內容與數學表
達之間存在著積極的聯繫。 這樣的好處是將數學內處
理的⼯作、數學表⽰的操作以及數學推理元素與應該
在該⽅案中使⽤數學能⼒分開。
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Competency Definitions

表4.5為表徵定義的改變。 這種能⼒似乎對理解試
題難度的驅動⼒貢獻不⼤，但是它被視為⼀項重
要的數學能⼒，因此應該保留在⽅案中。 該定義
的發展顯⽰了許多功能以及解決可能出現的重疊
和混亂的各種嘗試。 原始定義同時涉及建模和問
題解決，⽽沒有試圖闡明那些應被視為代表能⼒
的活動。 
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Competency Definitions

表4.5為表徵定義的改變。 


在表徵的原始⽔準描述中，與數學變量的混淆也很明
顯，其中表⽰與要表⽰的特徵之間的關係非常突出。 
圍繞其尋求澄清的關鍵要素是需要設計數學表徵和使
⽤給定表徵，以及為了該⽅案的⽬的⽽將哪些問題要
素應視為數學表徵的缺失。 為⽀持當前版本的解釋⽽
編寫的解釋性⽂本（在附錄2中提供）中包含「解碼
(decoding)」，「設計(devising)」和「操縱
(manipulating)」⼀詞，以指導⽤⼾更清楚地了解與操
作有關的內容以及連接差異的需求。
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Competency Definitions

除了需要將不同的表徵彼此連接之外； 並進⼀步闡明
所包含的數學實體的列表。 特別地，⼀⽅⾯⼝頭說
明、使⽤數學表徵之間潛在重疊，並且解決了溝通能
⼒中涉及的解釋以及使⽤象徵符號形式作為該能⼒的
⼀部分或是與符號和形式主義能⼒的⼀部分的潛在重
疊。




CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

42

P97

Competency Definitions
表4.6中列出了使⽤符號，操作和形式語⾔能⼒定義
的發展過程。 該能⼒最初被標記為使⽤PISA框架中
使⽤的符號，形式和技術語⾔以及操作(using 
symbolic, formal and technical language and 
operations)，通常被稱為符號和形式主義能⼒。 

它始終是試題難度的有⼒預測指標，並且顯然是能⼒
的關鍵要素。 通過在數學中定位「公式化」過程（包
括符號表達式）以及在符號和形式主義能⼒中操縱符
號表⽰（在第1章的「使⽤」過程中）來處理與數學
能⼒的潛在重疊。 

通過從原始定義中刪除對表徵的引⽤，並將此能⼒的
重點轉移到應⽤程序，規則和慣例，來解決與表徵能
⼒的潛在重疊。
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Competency Definitions

推理和論證定義的發展記錄在表4.7中。 


除了使形成或評估結論和論據所需的推理思維更加突
出以外，它可能是變化最⼩的定義。 當下⼀次測試該
⽅案時，當前定義在其他能⼒的修訂中有在多⼤程度
上可以使⽤，還有待觀察。 鑑於這種能⼒尚未對迄今
使⽤的預測模型持續做出貢獻，因此似乎有必要進⼀
步發展。
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        如何確定活化數學能⼒的不同需求⽔準？ 這是試題分析計劃的第⼆個主要要素，僅次於⼀般能⼒定義。 
為了使該計劃正常運⾏，必須基於⼀組基礎和可⽤的因素來進⾏⽔準的描述，這些因素表達了能⼒的認知要求
的重要⽅⾯。 對於那些與能⼒無關緊要的問題，這些問題將不會發⽣，或者僅在較低的⽔準上適⽤，⽽在與之
相關的問題中，其強度顯然要⾼得多。


       在本節中，將描述⽤於定義六種能⼒的不同需求⽔準的功能。

 在以下部分的「⽅案的應⽤」中，提供了⼀些⽰例，舉例說明在選擇PISA數學問題中的應⽤。


Level Descriptions

舉例說明 各能⼒的

0、1、2、3等⽔準是怎麼訂出來的



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

45

P98

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

對於溝通能⼒，根據在理解任務時要解釋的材料的複雜性，連接
多個訊息來源或在訊息元素之間來回移動，來描述接受⽅⾯的需
求⽔準（稱為「循環」）。


建設性⽅⾯的需求⽔準著重於解決過程各部分的性質和複雜性，
以及必須積極傳達結果的解釋或理由。
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Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

最低⽔準（⽔準0）涉及理解簡短的句⼦或短語，這些句⼦或短語可立即瞭解情
境脈絡，其中所有訊息均與任務相關（並且無需篩選無關訊息）以及所提供的訊
息與任務需求完全匹配。  
 
該問題以易於理解和解釋的直接術語呈現，無需多次閱讀⽂本即可理解，也無需
在問題陳述中的不同訊息元素之間建立必要的連繫。 


在最低的⽔準上，建設性⽅⾯將只涉及寫⼀個單詞，⼀個簡短短語或⼀個數字作
為問題解決⽅案。
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Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

最⾼⽔準（第3級）涉及理解更複雜的⽂本。

例如，需要理解不同的訊息元素並將其連接在⼀起才能繼續進⾏，其中某些訊息
可能無關緊要，因此需要進⾏選擇和識別，以及在問題的措詞中涉及更多的邏輯
關係。 


對於建設性⽅⾯，可能需要對解決⽅案過程進⾏擴展，或者需要對解決⽅案進⾏
連貫的解釋或證明。
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P99

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

對設計策略能⼒的⽔準描述已進⾏了更改，這些更改反映了實質上已更改的操作
定義，從⽽側重於解決問題的思考⽅⾯，⽽不是更完整地解決問題。 


具體來說，原始的⽔準描述中其措詞暗⽰了執⾏所設計的策略已被更改。 但是，
這裡的主要挑戰是確定合理的需求⽔準。 ⽤於構建此⽔準的主要變量是策略的複
雜性。 根據解決過程中可識別的獨立階段的數量對此進⾏了量化，並且當這些階
段本⾝涉及多個步驟時，複雜性將進⼀步提⾼。 


作為這種複雜性的⼀部分，使解決⽅案保持在正常狀態所需的認知監控過程是導
致需求增加的原因。
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P99

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

該能⼒的最低描述⽔準（0級）是⼀個題⽬其中幾乎不需要任何能⼒。 從問題的
措詞中可以說出需要的策略或顯⽽易⾒的策略。 設計策略⽔準3的描述是指可能
涉及多個⼦⽬標的多階段策略。 在此⽔準上，對認知控制過程的需求⽇益增加，
需求增長的第三個指標是可能需要評估或比較不同的策略，這些⽅⾯著重於對問
題解決過程進⾏⾼度反思的可能性。
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P99

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

數學化具有兩個單獨的元素，因此⽔準的描述需要兼顧公式化⽅⾯（將內⽂的
特徵轉換為數學形式）和解釋或驗證⽅⾯（討論所計算或給定數學訊息的內⽂
涵義）。 

對公式化⽅⾯主要通過問題陳述中提供關於數學模型所需的要素（假設，變
量，關係和約束）的指導程度來表⽰。


解釋或驗證⽅⾯的⽔準可以說不太清晰，但是⽔準是根據數學訊息和相關內⽂
之間的連繫的直接性或進⾏這種連繫所需要的創造⼒程度來表達的。 


需求的另⼀個要素是可能需要評估或比較不同的模型，這再次暗⽰需要在此能
⼒的更⾼活化⽔準上進⾏反思。
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P99

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

此能⼒的0級⽔準⼜不涉及數學化（情況純粹是數學內的，因此不需要翻譯，
或者只是情境胳脈之間的數學表達式不需要去解決問題）。 


所描述的最⾼層次(3級⽔準)設想了⼀個模型的構建，其中幾乎沒有給出關於所
需的假設，變量，關係和限制的指導，因此必須由問題解決者來定義； 或需要
根據情況對模型進⾏驗證或評估； 或者需要連接或比較不同的模型。
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P99

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

表徵能⼒的⽔準是基於要使⽤的數學表⽰有關的信息和解釋的複雜性，
需要採⽤並相互關聯不同表徵的數量以及是否存在需要構造或創建適當
的表徵形式（⽽不是使⽤給定的表徵形式）以⽀持問題解決過程。

該能⼒的最低描述⽔準（0級）涉及不使⽤任何表徵形式，或者涉及非常
少的⽤途，例如從熟悉的表格或圖表或⽂本中提取單個數值。 

3級⽔準是指需要使⽤複雜實體的多種表徵形式，以比較或評估表徵形式
（需要⼀定程度的反思，這可能是許多能⼒中更⾼層次的需求的特
徵），或者需要創建或設計以獲得數學實體的表徵形式。
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P100

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

對於符號，操作和形式語⾔能⼒的使⽤，所描述的⽔準是基於數學
的複雜程度以及對數學內容和所需程序知識的理解程度。 


這種能⼒很⼤程度上取決於所考慮的問題解決者的教育⽔平，並且
在PISA背景下對活化⽔準的描述需要考慮到參與國15歲學⽣所觀察
到的廣泛⽔準。 該計劃的任何調整都需要考慮所有能⼒的⽬標年齡
範圍，尤其是15歲學⽣。
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P100

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

⽔準為0的描述表⽰為基本的數學事實和定義，以及簡短的算術計
算，僅涉及易於處理的數字（例如，要求添加少量的⼀位或兩位整
數）和使⽤的數學是⼤多數15歲的孩⼦可能都非常熟悉的規則和程
序，例如矩形⾯積的公式。 


⽔準為3是指使⽤結合了多種規則，事實，定義和技術的多步驟形式
數學程序； 並使⽤涉及變量的複雜關係。
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P101

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

    （在附錄1中）推理與論證的定義已經有很⼤的變化，不是⼀般的思考與解
題推理的步驟，現在反映定義的重點是形成推理。 
       

       根據需要匯總在⼀起以進⾏推理元素的性質，數量或複雜性以及推理鏈的
長度和複雜性來描述⽔準。



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

56

P101

Level Descriptions

1.  Communication:

2.  Devising strategies:

3.  Mathematising:

4.  Representation:

5.  Using symbols, operations 
and formal language:

6.  Reasoning and argument:

(May 2013)

⽔準0的描述僅設想了從給定訊息能直接得出所需結論的最直接類型的推論。 
⽔準3的描述需要創建或使⽤連接的推理鏈。 


檢查或證明推論或以總結和評估複雜訊息的多種⽅式，來綜合和評估結論和
推論。


與其他更⾼層次的描述⼀樣，這意味著對能⼒活化有更⾼要求特有的反思⽔
準。
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在本節中，提出了幾個PISA問題，為每個問題提出了⼀種理想的典型解決⽅案，並為每種能⼒提出了⼀套
評分，並說明了為什麼選擇了這些評分。


P101

Application of the 
Scheme

M413Q01 Exchange Rate Question 1

PM942Q01 Climbing Mount Fuji, Question 1

PM942Q02 Climbing Mount Fuji, Question 2

PM942Q03 Climbing Mount Fuji, Question 3
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P101

Application of the Scheme

兌換匯率這個問題是⼀個將新加坡幣（SGD）換算成南
非幣（ZAR）的簡單匯率計算，在 1 SGD = 4.2 ZAR 的
情況下，要求學⽣要能夠使⽤匯率將 3000 SGD 換算成 
ZAR。這個匯率是以熟悉的⽅程式來呈現，⽽且所需的
數學步驟是相當直接且明顯的。
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P101

Application of the Scheme

要解決該問題，需要使⽤給定的模型（匯率⽅程式）以
及⼀些比例推理，按匯率的數量向上擴展3,000個單位。 


所需的計算是將3,000乘以4.2，得出12,600 ZAR這個答
案。 試題分析⽅案如何應⽤於此問題？
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P101、102

Application of the Scheme

1.  Communication:⽔準1--SGD和ZAR、3個⽉是無⽤資訊、準確了解 
                                                 所需的條件（將3,000 SGD轉換為ZAR)

2.  Devising strategies:⽔準1--給定的等式，從1個單位擴⼤到3,000個單位

3.  Mathematising:⽔準2--數學運算、參考情境脈絡運⽤比例

4.  Representation:⽔準0--其他能⼒已考慮

5.  Using symbols, operations and formal language:⽔準1--⼗進制⼩數的乘法

6.  Reasoning and argument:⽔準0
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P102

Application of the Scheme

第⼀個問題PM942Q01如圖4.2所⽰，要求計算給定時間
內每天平均攀登者的數量。 


要計算此值，需要攀登者的總數量（在指定時期內直接
得出）以及總天數（可以從給定的⽇期計算得出）。


因此，⼀種策略是找到總天數，並將其與總⼈數相結
合，以計算（或⼤約估算）每天的平均⼈數。

PM942Q03 Climbing Mount Fuji Question共有3⼩題
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P103、104

Application of the Scheme

需要⼀個模型來表⽰每天的⼈數，亦即⽤⼈數除以天數（同⼀
時期）來表⽰比率。 這是⼀個簡單的模型，具有直接在問題中
給出的條件和變量，該模型可以表⽰為平均比率=⼈數/天數。


對於比例計算(July/1~Aug/27，共58天)，⼀種合適的⽅法可
能是計算200,000 / 60（= 3,333）和200,000 / 50 
（= 4,000），並查看它們之間是否只有⼀個選項。 3400是介
於兩者之間的唯⼀選項，因此應選擇C。
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P104、105

Application of the Scheme

1. Communication:⽔準1--開放的時間和訪問者的數量，並形成⼀個“平均值”

2. Devising strategies:⽔準2--找到天數，與⼈數相結合以形成比率，涉及兩個                   

                                                 步驟。

3.  Mathematising:⽔準1--開放時段每天的平均⼈數

4.  Representation:⽔準0--無需轉換表徵

5.  Using symbols, operations and formal language:⽔準1--兩個兩位數字加

                                             法，需要知道（7⽉的天數）以及除法計算得出結果。

6.  Reasoning and argument:⽔準0--無需其他推理步驟
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P105

Application of the Scheme

PM942Q02

富⼠⼭上的御殿場步道長約9公⾥。 步⾏者需要在晚上8點之
前從總長為18公⾥的步⾏路程中返回。


Toshi估計他平均能以每⼩時1.5公⾥的速度上⼭，然後以兩
倍的速度下⼭。 這些速度考慮了進餐時間和休息時間。


依Toshi估算的速度，他可以在晚上8點之前返回的最晚出發
時間是什麼時候？
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P105

Application of the Scheme

富⼠⼭上的御殿場步道長約9公⾥→每段距離都相同

步⾏者需要在晚上8點之前從18公⾥的步⾏路程中返回。


Toshi估計他平均可以每⼩時1.5公⾥的速度爬上⼭，然後以
兩倍的速度下⼭。 這些速度考慮了進餐時間和休息時間。 
→速度有限制，下⼭是上⼭速度的2倍，且無停留在⼭頂


使⽤Toshi估算的速度，他最後⼀次開始步⾏可以在晚上8點
之前返回的時間是什麼？→限制最後到達時間
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P105、106

Application of the Scheme

將訊息轉化為數學型式

8pm5pm11am



CH4報告
next

Using Competencies to Explain Mathematical Item Demand: 

A Work in Progress

PM942Q02 CLIMBING MOUNT FUJI (PISA 2012 SURVEY)

67

P105、106

Application of the Scheme

1. Communication:⽔準2—在內⽂中「給定的距離，時間限制，速度和問題的 
                                           ⽬標」間循環。


2. Devising strategies:⽔準2--有兩個單獨的階段:算出步⾏時間、算回原出發時 
                                                 間，尚不到多階段步驟的⽔準。


3.  Mathematising:⽔準2--有兩個建模步驟(計算距離/速度/時間的關係、距離轉 
                                               出發時間，各⾃是⽔準1)，合起來是⽔準2

4.  Representation:⽔準0--不⼀定需要表徵變換

5.  Using symbols, operations and formal language:⽔準2--連結D，S，T公 
                                           式，並將其代入兩次公式，執⾏時間的減法各⾃是⽔準 
                                           1)，合起來是⽔準2

6.  Reasoning and argument:⽔準0--需要⼀般的推理步驟來計算，不需要進⼀   
                                                                 步的推斷
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P107

Application of the Scheme

Toshi戴著計步器來計數他沿著御殿場步道⾏走的步數。


他的計步器顯⽰他走了22500步。


估算Toshi沿著9公⾥的御殿場步道⾏走的平均步長。 


以厘米（cm）為單位給出答案。
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P107

Application of the Scheme

假設走總距離需要22,500步，平均步長是該距離除以
22,500。 將9 km轉換為900,000cm，並將其除以
22,500步數來完成計算，得出平均步長為40 cm。 
 
                 900000÷22500=40
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P107

Application of the Scheme

1. Communication:⽔準1—將問題陳述中的各個要素聯繫起來

2. Devising strategies:⽔準1--計算平均步長的策略是組合給定元素（將總距離 

                                                除以步數）的單階段策略

3. Mathematising:⽔準1--該模型僅使⽤給定變量(平均步長=距離除以步數)，並 

                                         且所需的關係很明顯

4. Representation:⽔準0--沒有其他的表徵

5.  Using symbols, operations and formal language:⽔準2--涉及⼤量轉換，或 
                                                    者在轉換單位之後進⾏轉換，符合「使⽤

                                                    多個規則，定義和結果」

6.  Reasoning and argument:⽔準1--使⽤兩個數學實體（計數，所需單位的距 
                                                                 離）來計算所需值（每步長度），對問題      
                                                                 進⾏推理，可以得出較⼩的推論。
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Future Steps

         附錄2有解釋每個變量的⼀些廣泛功能，有關變量範圍中包括哪些內容和不包括哪些內容的具體建議及內
容摘要、變量⽔準，變量定義。

P107、108

        為了測試這些修訂，必須開發⼀組帶註釋的項⽬，以舉例說明每個能⼒定義和每個能⼒的⽔準，以指導該
計劃的未來使⽤。 雖然可以預期該⽅案的將來使⽤將產⽣⾄少與以前版本產⽣的結果⼀樣好，但是現在必須憑
經驗對這種期望進⾏檢驗。 


        分析結果應告知研究團隊進⼀步開發和改進該⽅案所需的⽅向，還需要描述如何最有效地應⽤該⽅案，因
為似乎不同的應⽤⽅法可能會導致不同的評分結果。
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Future Steps

         還應考慮許多更廣泛的發展， 獨立研究團隊已採取了⼀些措施來應⽤該⽅案，並且這種獨立使⽤的結果為
規劃該⽅案的進⼀步開發提供資訊，廣泛使⽤該⽅案將是非常有益的。


P107、108

        進⼀步研究每個能⼒的需求驅動因素也將非常有益。 例如，構成每種能⼒的四個活化⽔準的描述，可能尚
未聚焦在最重要變量上。 


        關於該⽅案是否可⽤於分析類似於PISA以外的測驗以及為不同年齡的學⽣設計的測驗的數學需求，這是⼀
個懸⽽未決的問題。
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Future Steps

         當然，該計劃的其他潛在⽤途可能是未來研究的主題。 使⽤該⽅案可以幫助改進測試開發過程的針對性，
並可以提⾼測試開發過程的效率和有效性（請參閱Tout和Spithill的第7章）。 測試開發⼈員和教師在設計評估
測驗時可以進⾏類似的使⽤，以檢查這些測驗是否符合難度相關的標準，並得出數學能⼒與⾏為之間的相關。


P107、108

        本計劃以及該計劃制定後的其他評分分析報告中描述的結果，對於對數學課堂教學和學習實踐的影響有潛
在重要性。 顯然，六項能⼒與學⽣嘗試解決數學問題時所發⽣的認知⾏為密切相關。 
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Future Steps

P107、108

        如果其他研究者複製了這⼀發現，這些能⼒應該在數學教學中合理地佔據重要位置，並且應該努⼒使這些
能⼒在我們的學⽣中有意識地和可⾒地發展。 


        著重講授符號和形式主義能⼒以及表⽰能⼒的要素; 教學與實踐數學化需要⼤量使⽤現實世界中的問題，
這種情況發⽣在部分但不是全部的數學教室中; 練習溝通能⼒，制定策略，推理和論證的機會也許很少⾒。 

        未來的⼀項重要挑戰將是確保教師為每⼀個能⼒進⾏教學並提供實踐機會，以此來提⾼學⽣的數學素養⽔
準。
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